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Exercice 17. Question 7. Exprimer comme produit de facteurs linéaires 22 — 2z 4
4i.

Pour lequation 2z? — 2z +4i =0, on a A = (=2)? — 4(1)(4i) =4 — 160 = 4(1 — 49).
Ra01nescarreesde1—4z:(x—i—zy —1—42 = 22 —y? = 1,20y = —4,2% +
VIT. © = 4/ YL f+1 Yy = F , donc les deux racines de 1 — 44 sont

/f+1 1/% —\/‘/EH + Z\/C 1. Soit dy une racine carrée de 1 — 4.

Racmes carrées de A : +26y. Les solution de 2% —2z+44i = 0 sont z = % = 1+4dy.

P(z) = (2 = (14 d0))(z = (1 = o))

. J

Exercice 2

Exercice 19.

1. Déterminer les formes cartésiennes, trigonométriques et exponentielles des
racines 4-émes de 1 + iv/3.

2. En déduire les valeurs de cos % et sin 1”—2

1. Soit w = 1 +iv/3. Nous cherchons les nombres complexes z tels que 2* = w.

Etape 1 : Forme exponentielle de w
D’abord, mettons w sous forme exponentielle.

— Module : |w| = /12 + (v3)2 =1+ 3 =2.

— Argument : arg(w) = 0 tel que cosf = % et sinf = \/75 Donc 6 = %

La forme exponentielle de w est w = 2¢'™/3.

Etape 2 : Formes exponentielles et trigonométriques des racines
4-emes

Les racines 4-émes de w = re' sont données par la formule 2z, = r
pour k € {0,1,2,3}. Ici, r = 2 et § = 7/3. Le module des racines est
21/4 — \/5

— Pourk=0: 2= ﬁeiﬁT/?) = /2¢'m/12,

1/461'(9*2’”')




Forme trigonométrique zo v2(cos(m/12) + isin(n/12)).
— Pour k =1: 2 = V2eiliz13) = /2¢177/12,
Forme trigonometrlque 2 = \/_(005(77r/12) +isin(77/12)).
— Pour k=2 : 29 = /2ei{Tz1™) = /2¢i137/12,
Forme trigonométrique : 2o = v/2(cos(137/12) + isin(137/12)).
— Pour k=3 : z3 = V/2ei(H+5) = /2e1197/12,
Forme trigonométrique : z3 = v/2(cos(197/12) + isin(197/12)).
Etape 3 : Formes cartésiennes des racines 4-émes
Pour trouver la forme cartésienne, nous calculons les racines carrées des
racines carrées de w.

— Racines carrées de w = 2¢"/3 : Les racines carrées de w sont § =
+4/2¢im/6,
3
51 = v/3(cos(n/6) + i sin(r /6)) = V2 (f + ;) ‘2[ n \g
6 2
5, — g, — V6 _ V2
2 2
— Racines carrées de §; : Cherchons z = z + iy tel que 22 = §;. On a le

systeme :

z? — y? —Re(él) = @
2zy = Im(6) =

e o -

En additionnant la premiere et la troisieme ligne : 222 = /2 + @ =

\%

_ w En soustrayant la premiére de la troisiéme : 2y% = V2 —
— 2 = 226 (Note : 2v/2 ~ 2.828 et V6 ~ 2.449, donc

2\/_ —+/6 > 0). Comme 22y > 0, = et y sont de méme signe. Les deux
racines carrées de 0; sont :

A (G
0= 2 ! 2

— Racines carrées de ¢, : Les racines carrées de do = —9; sont +izg.

ﬁ ﬁ

=1z9 = -2

v %

Les quatre racines 4-émes de w sous forme cartésienne sont donc zy, 21, 22, 23.
. Déduction de cos(7/12) et sin(w/12)

Nous identifions la forme trigonométrique et la forme cartésienne de la méme
racine, zg.

20 = V/2(cos(m/12) + i sin(m/12)) = \/2\/§2+ /S " i\/2\/_2_ .

En identifiant les parties réelle et imaginaire :

2v2 + /6
2

226

V2 cos(m/12) = 5

et 2sin(r/12) =




Simplifions les expressions avec des racines imbriquées. On utilise 'astuce
VA =+ VB = \/ A*‘/é“Q_B + \/ A_‘/‘242_B ou on factorise. Pour la partie réelle :

Vov2 + V6 = V22 +V3) = vay2 + V3

On sait que 2 + V3 = 4+§‘/§ = (\/5;1)2. Donc /2 + V3 = \/\3/%’1. Ainsi,
V2V2 4+ 6 =2- % = ol/4. % = 27Y4(\/3 4 1). En substituant dans

I’équation pour le cosinus :

2714(\/3+ 1)
2

27VAV3+1)  V3+1
9.91/4 o 2\/5

V2 cos(m/12) =

= cos(n/12) =

V6 + V2

cos(m/12) = 1

De méme pour la partie imaginaire :
3—1
Ve Vo=V vB=va YLy

En substituant dans I’équation pour le sinus :

271/4(/3 1) , V3-1
—y — sin(7w/12) = Wi

V2sin(r/12) =

V62

sin(m/12) = 1

1 Exercices d’approfondissement

Exercice 3 §

Exercice 23 Soient z; = 3v/2(1 +1), 23 = V/3 + 1.

1. Déterminer les formes exponentielle et trigonométrique de z; et zs.

2. Déterminer la forme cartésienne de z = %
2

3. Déterminer les formes exponentielle et trigonométrique de z.

T
12°

1. Pour 2z, = 3v2(1+1) = 3v2+i3v2. |z| = ¢(3\/§)2 +(3v2)2 =18+ 18 =
6. 21 = 6(%2 +¥2). arg(z) = 7/4. 2z = 64 = 6(cos(n/4) + isin(m/4)).
Pour zp = V3 +i. |z = V3+1 =2 2 = 2(*/7g +i3). arg(z) = 7/6.
2y = 2e"™/6 = 2(cos(n/6) + isin(n/6)).

2 N . o . _3V2(1449) 320144
2. 22 = (W3+1i)? =3-1+2iV3 =2+2/3 2 = 25 = 20rivs) =

4. En déduire les valeurs de cos % et sin




3v2(1+i)(1—i _ 3v2(14V3) | 3v2(1-V3
RO — 3V3(1 — /3 + i+ /3). 2 = DU 4 3V0VE)
3. En utilisant les formes exponentielles : z = $¢7L — fe;;/; = 3eilm/A=/3) =
e

(28”"/6)2
2e~m/12_ Forme trigonométrique : 2(cos(—m/12) + isin(—m/12)).

4. On identifie les formes cartésienne et trigonométrique de z. 3(cos(—7/12) +
isin(—m/12)) = 3(cos(r/12) — isin(n/12)). &cos(r/12) = 2205
cos(m/12) = ‘[(H‘[) fj;\[. —2sin(n/12) = M = sin(n/12) =
VA f4f_

Exercice 4 .

Exercice 24. Pour tout entier n > 1, déterminer les racines n-iemes des nombres
suivants : /2, 2743,

J

— Pour w; = i"? = (™/2)"/2 = ¢™/4 On cherche z € C tel que 2" = w.
Les racines n-iémes sont de la forme z, = |w;|"/"ei@rew)+2km/n hour k =
0,...,n— 1 Ici, |wi| =1 et arg(w;) = nr/4.

2 = 11/n6i(n7r/4+2k7r)/n _ 6'i(7r/4—i—2k7r/'n,)

— Pour wy = 27!+ Largument est (2n + 3)7 = 2n7 + 37 = 1 (mod 27).
Donc wy = 2"e™ = —2". On cherche z € C tel que 2" = —2". Le module est
|wy| = 2™ et 'argument est 7. Les racines n-iémes sont :

2z, = (2M)V/neimt2hm/n — 90 S pour k=0,...,n—1

. J

Exercice 5 .

. R 5—1+i1/ 10425
Exercice 26. On considére le nombre complexe : yu = VBt T +2v5
i27/5

1. Montrer que yu =e
2. Ecrire sous forme cartésienne z = /3.
3. Ecrire p/z sous forme trigonométrique exponentielle et cartésienne.

4. En déduire les valeurs de oS 15 = et de sin 1—5

. J

1. On considére le nombre complexe :

V5 —1+iy/10+ 25
4

M:

27/5 sans utiliser la connaissance préalable des

Nous voulons démontrer que p = e
valeurs de cos(27/5) et sin(27/5).
On commence par démontrer que pu est une racine 5-iéme primitive de 'unité.

Cela nécessite deux conditions :




1. > =1
2. n#1

Etape 1 : Vérification de p # 1

ﬁ—1+,\/10+2\/5

A Ty

Comme 1/10 + 2v/5 > 0, la partie imaginaire Im(z) est non nulle. Done, p # 1.

Etape 2 : Vérification de ;° =1
Sipu#1 et p® =1, alors p doit satisfaire u®> — 1 = 0, c’est-a-dire :

(b=D(' + P’ +p*+p+1)=0
Puisque p # 1, il suffit de démontrer que :
w4+ p+1=0

Calculer directement p?, i, u* serait trés compliqué. Nous utilisons une méthode
plus astucieuse.

2a. Vérification du module de u

D’abord, calculons le carré du module de p :

1 = (Re(u))* + (Im(p))?

o (520 (2

= (V5 —-1) +10+2¢§

16 16
s (5—=2V5+1)+ (10 +2V5)
ul” =
16
| ’2_6—2\/3+10+2\/§
o= 16
16
2
:—:1
Il = 1¢

Comme |u|* =1 et |u| > 0, on obtient |u| = 1.

2b. Transformation de 1’équation

Puisque |p] = 1 (et donc p # 0), on peut diviser les deux cotés de 'équation
pt 4P 4+ p? + p+1=0 par p?:

I 1
u2+u+1+f+—2:0
peop

, 1 1
/L+72 + /L—f‘* +1=0
1t 1t

Puisque |p| = 1, on sait que p - it = |u|* = 1, donc i = [i.




— i+ =p+ = 2Re(y)
2
— 2+ = (p+1) —2=(2Re(n))? -2
Posons x = 2Re(p). L’équation (,u2 + ﬁ) + (u + i) + 1 =0 devient :

(2> =2)+x+1=0

x24+x—-1=0

2c. Vérification que p satisfait cette équation

Il nous suffit maintenant de vérifier si = 2Re(u) est solution de 1'équation z? +
r—1=0.

D’apres la définition de p :

szRe(,u):2<\/54_1> = JE2—1

En substituant z = ‘/52’1 dans 2> +x —1:
VE—1\" [(V5—1
2 + 2 -1

) )

2
6 —2v5 2(v/5 —1) 4
:<4>+<11>‘4
(6-2v5)+(2v5—-2)—4
B 4
6—2vV5+2V5—-2—4
B 4
6-2—-4 0
=y 17

Le résultat est 0. Cela prouve que x = 2Re(u) satisfait 2> + x — 1 = 0, et par
conséquent, p satisfait p* + 3+ p? +p+1=0.

Etape 3 : Conclusion

Nous avons démontré que :

1. u#1
2. b =1

Donc, i est une racine 5-ieme primitive de 1’unité.
Il y a 4 racines 5-iémes primitives de 1'unité : e2™/5 ¢#47/5 i67/5 oism/5,
Nous observons les signes de p :

— Re(p) = % > 0 (partie réelle positive)

— Im(p) = 7”():2\/5 > 0 (partie imaginaire positive)

1 est situé dans le premier quadrant du plan complexe.
Parmi les 4 racines primitives :




i27/5

e : ler quadrant (cos > 0,sin > 0)
— /5 . 2tme quadrant (cos < 0,sin > 0)
/5 . 3éme quadrant (cos < 0,sin < 0)

— ®7/% . 4éme quadrant (cos > 0,sin < 0)
La seule racine 5-ieme primitive de I'unité située dans le premier quadrant est e
Par conséquent, p = 27/

2. 2 = e/ = cos(n/3) +isin(n/3) = 1 + L.

i27/5

. 27 /5
3. Forme exponentielle : £ = <5

trigonométrique : cos(m/15) + isin(7/15). Forme cartésienne :

VESSLHVIERVE (/5 1 4 0y/10 + 2V/5)(1 — iV/3)

= ¢l2n/5-7/3) — (i(6n—5m)/15 — ¢im/15 Forme

z LV B 2(1+3)

(V5 — 1) + V310 + 2¢/5 +i(/10 + 2v/5 — V/3(v/5 — 1))
8

4. En identifiant les parties réelle et imaginaire :

cos(m/15) = Vo -1+ V30 +6V5

8

sin(m/15) = - 10+2V5 - V15 +v3
B 8

Exercice 6 .

Exercice 28.

1. Donner une racine 6-eme primitive de I'unité sous formes cartésienne et ex-
ponentielle.

2. Vérifier que 2 + ¢ est une racine 6-eme de w = —117 + 444.

3. Déterminer les formes exponentielle et cartésienne de toutes les racines 6-
emes de w.

4. Dessiner les racines 6-emes de w dans le plan cartésien, et décrire la figure
obtenue.

J

1. Les racines 6-¢mes de 1'unité sont u, = e2¥7/6 = ¢*7/3 pour k € {0,...,5}.
Une racine est primitive si pged(k,6) = 1. Cest le cas pour k = 1 et k = 5.
Pour k = 1, on a u; = e™/3. Forme exponentielle : /3. Forme cartésienne :
cos(m/3) +isin(n/3) = L + z%g

2. On calcule (2+4)%. (2+i)? = 3+4i. (2+1) = (3+44)(2+1) = 6+3i+8i—4 = 2+11i.
(2490 =(2+1)%)?2 = (2+114)? = 4+ 44i — 121 = —117 + 44i. Clest vérifié.

3. Soit zp = 2+i. Les autres racines 6-émes de w sont z; = zo-ug pour k € {0,...,5}.
En général, pour trouver toutes les racines n-iemes d’un nombre complexe w, on




cherche tous les nombres complexes z tels que 2" = w.

1. On suppose qu’on a déja trouvé une racine particuliere, zyp. On a donc 2 = w.

2. Les racines n-iemes de 1'unité, que 'on note uy, (pour k =0,...,n—1), sont
toutes les solutions de I’équation u™ = 1.

3. Sil’on définit un nouveau nombre z; en posant z, = zg - ug, on peut calculer
sa puissance n-ieme :

(2)" = (20 - wk)" = (20)" - (ug)"

4. En utilisant les égalités des points 1 et 2, on peut remplacer les termes dans
I’équation :
(2)" = (w) - (1) = w

Ceci prouve que n'importe quel z (formé en multipliant la racine zy par une racine
de l'unité uy) est aussi une racine n-ieme de w.

Puisqu’il y a n racines de 'unité wu; distinctes, leur multiplication par zo permet de
générer les n racines distinctes de w.

— n= @G +if) =50 + g,
oz = (240)(—§ +iE) = TV 4L
= (2440)(—1) = —2 .

2= (24 (L ) = TS 2L

o @)L i) = e

Pour la forme exponentielle, |z0] = /5 et arg(z) = arctan(1/2). Soit ¢ =
arctan(1/2). z, = /be'® . ¢*7/3 = \[5eie+hn/3),

4. Les points A d’affixes zp sont les sommets d’un hexagone régulier centré a
origine O, inscrit dans le cercle de rayon R = /5. L’un des sommets de cet
hexagone est le point A, d’affixe zp = 2 + 1.

L’argument de ce sommet, 6y = arg(zy) = arctan(1/2), fixe I'orientation de I’hexa-
gone. Les autres sommets Ay s’en déduisent par des rotations successives de Ag
autour de l'origine, d’angle /3 (ou 60°).

.

Exercice 7

Exercice 29.L’objectif est d’écrire au moyen de racines carrées de nombres réels

s : s s : s
les nombres cos £, sin ¥, cos {5 et sin 5.

J

Soit z = € une racine 5-éme de 1'unité, z° = 1, avec 0 # 2k7. L’équation 2° —1 = 0
implique (z—1)(14+ 2422+ 23+2%) = 0. Comme 2z # 1,0n a 14+ 2+ 2%+ 23421 = 0.
On divise par 2% (qui est non nul) : 2724+ 27! + 1+ 2z + 22 = 0. En regroupant
les termes : (2 + 272) + (z + z7!) + 1 = 0. En utilisant les formules d’Euler,
2P+ 27% = 2cos(kf). L'équation devient 2cos(20) + 2cos() + 1 = 0. Avec la
formule cos(20) = 2cos?(f) — 1, on a : 2(2cos?*(f) — 1) + 2cos(f) +1 = 0 =
4cos?(0) + 2cos(f) — 1 = 0. Cest une équation du second degré en cos(f). Les




solutions sont cos(f) = 2y 4;4(4)(_1) = _1i\/5 Pour 6 = 27/5 (Q1), cos(27/5) >
0, donc cos(27/5) = \[4 Pour 6 = 47/5 (Q2) cos(4m/5) < 0, donc cos(4mw/5) =
%5. On a cos(47/5) = — cos(w/5), donc cos(m/5) = %5. On en déduit les sinus

(positifs car les angles sont dans [0,7]) : sin?(7/5) = 1 —cos®(7/5) = 1 — (H¥2)? =

1 - 1+2;ég+5 = 10_12‘/5. sin(7/5) = —”104_2‘6. Avec les formules de I'angle moitié :

cos?(m/10) = L _ LIS _ 55V5 gog(r/10) = |/EE — VIoIS

2 2 8
Sin2(7T/1O) _ 1-cos(n/5) _ 1-(1+v5)/4 _ 3—\/5. SiIl(T('/lO) _ . /3=v56 _ V6= 2v5 _ \f;l'

Exercice 8

2 2 B
Exercice 32.

8 4

1. Déterminer les formes trigonométriques et exponentielles des racines 5-émes
de T'unité.

2. Dessiner de fagon approximative les racines 5-émes de 1'unité dans le plan
cartésien.

3. Soit z = x+1y une racine 5-eme de I'unité. Trouver les valeurs possibles pour
y/z.

4. En déduire les valeurs de tan T et tan = L

5. En utilisant le fait que 22 4 y?> = 1, déterminer les formes cartésiennes des
racines 5-emes de 'unité.

5 5,COS—€tSln1—0

. J

Cet exercice est tres similaire a ’exercice 29. Les résultats sont dérivés de la méme
maniere.
1. Les racines 5-emes de I'unité sont uy, = e2™/° = cos(2kn/5) + isin(2km/5)
pour k € {0,1,2,3,4}.
2. Les points forment un pentagone régulier inscrit dans le cercle unité.
3. y/x = tan(arg(z)). Les arguments sont 0, 27/5, 47 /5, 67 /5, 87 /5. Les valeurs
possibles de tan sont 0, + tan(7/5), = tan(27/5).
4. L’équation 5—10tan® @ +tan* @ = 0 (ou t*—10t>+5 = 0 en posant ¢ = tan 6)
est obtenue en résolvant sin(50) = 0 et en 'exprimant comme un polynéme
en tan .

6. En déduire les valeurs de cos Z, sin

Voici la dérivation étape par étape :

Idée centrale Les angles 6 que nous recherchons (comme 7 /5, 27/5, etc.)
satisfont la condition que 50 est un multiple de 7. Par conséquent, sin(50) =
0.

Etape 1 : Formule de Moivre Nous savons qu’une racine 5-iéme de Punité
2 = e satisfait 2> = 1. D’aprés la formule de Moivre :

2% = (cos @ + isinf)® = cos(50) + i sin(50)



Puisque z° = 1 + 04, nous devons avoir la partie imaginaire nulle :
sin(56) = 0

Etape 2 : Développement binomial Nous utilisons la formule du bindme
de Newton pour développer (cos @ + isin ). Posons a = cosf et b = isin 6.

(a+b)® = a® + 5a’b + 10a®b* + 10a?b® + 5ab* + b°

La partie imaginaire de ce développement est sin(56). Elle correspond aux
termes ol 7 a une puissance impaire (b, b, b°) :
Im(2°) = Im(5a’b + 10a*V” + b°)
Im(2°) = Im(5(cos* #) (i sin §) + 10(cos® §) (i sin )* + (i sin 6)®)
Im(2°) = Im(5i cos® #sin 6 4 104® cos? f sin® 6 + i° sin® 9)
Puisque 7% = —i et > = 4, nous obtenons :

Im(z°) = Im(i(5 cos® fsin 6 — 10 cos? fsin® § + sin® f))

Donc :

sin(560) = 5cos® fsin @ — 10 cos? fsin® § + sin® 0
Etape 3 : Conversion en équation en tan
Nous posons sin(50) = 0 :

5cos@sinf — 10 cos?fsin® @ + sin® 6 = 0

Les solutions que nous cherchons (6 = «/5,27/5,...) ne sont pas m/2 ou
37 /2. Par conséquent, cos @ # 0. Nous pouvons diviser I’équation entiére par
cos® 6 (qui est non nul) :

5cos*fsinf  10cos?fsin®6  sin®0 B

+ —
cos® 0 cos® 6 cos® 0

sin 6 sin® @ sin® @
1 —
g (cos@) 0 ((30838) + <cos50> 0

Etape 4 : Résolution

0

Posons t = tan #. L’équation devient :
5t — 10 +¢° =0
Nous pouvons factoriser par ¢ :
tt' —10t* +5) =0
Les solutions de cette équation sont toutes les valeurs de ¢ = tan# pour

lesquelles sin(50) = 0 (c’est-a-dire = kn/5).
— t =0 : Cette solution correspond a # = 0,7, ... (puisque tan(0) = 0).

10




— t4—10t2+5 = 0 : Les solutions de cette équation doivent étre les tangentes
de tous les autres angles, c’est-a-dire tan(7/5), tan(27/5), tan(37/5), et
tan(4m/5).

En résolvant 5 — 10tan? 6 + tan® @ = 0 (voir ex. 29), on trouve tan®(7/5) =

5 — 2v5 et tan?(27/5) = 5 + 2v/5. Donc tan(n/5) = /5 — 2v/5. Pour

tan(m/10), on utilise cos(w/5) = Ltan’(n/10) o cos(m/5) = 1%/5 pour trouver

1+tan?(m/10)
— [3=V5
tan(m/10) = 4/ s27%.
. Les formes cartésiennes sont (voir ex. 29) : ug = 1, u3 = */‘?’4*1 + 1Y 1022\/5,

VB V/10-2v5
1 ?

Ug = 1
. Par identification avec us = cos(4m/5)+isin(4r/5) = — cos(mw/5)+isin(r/5),

on a : cos(m/5) = @ et sin(7/5) = 7”104_2‘/5. Puis par les formules de

V10+2V5 et sin(7/10) = —*/54_1.

4

, U3 = Ug, Uy = Uj.

I'angle moitié : cos(m/10) =

11
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